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摘　要：针对航向测量系统中三轴磁传感器误差参数标定问题提出了等效两步法。通过奇异值分解将测量模型等效为一组坐
标变换，分析误差参数的几何意义及等效变换方法的意义与特点，依据几何意义将标定过程分为两步进行，即等效传感器坐标

系标定及等效非对准标定。利用椭球面方程系数计算等效传感器坐标系误差参数，明确椭球法标定参数的几何意义；应用主成

分分析法进行等效非对准标定，分析传统主成分分析法产生符号错误及非正交问题的原因与影响，并研究符号修正与正交修正

方法。等效两步法的标定过程不需要航姿参考、地磁信息及辅助传感器，实验表明其航向角校正精度与点积不变法相当。
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１　引　　言

三轴磁传感器已广泛应用于车辆、船只、潜航器、飞

行器导航以及空间飞行器姿态测量等领域。完整、准确

地标定三轴磁传感器误差参数是保证航向或姿态测量精

度的关键［１２］。研究表明基于线性模型的磁场域标定方

法在许多应用条件下可获得较高的校正精度［３５］，并可作
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为非线性模型分析与误差补偿的基础［６７］。此类方法可

归结为对１２个误差参数的估计问题［８］，标定时可采用椭

球法（标量法）确定其中９个参数，具体算法包括最小二
乘［９１０］、极大似然估计［１１］、卡尔曼滤波［１２］及粒子群优化

法［１３］等，然后由另一标定环节完成剩余参数的估计。基

于这一思路，文献［１４］对椭球面二次系数矩阵进行乔累
斯基分解，采用点积不变法补充标定参数；文献［１５］仍
然基于点积不变原理完成标定，但在算法实现中将两个

标定计算过程合并；文献［１６］对椭球面二次系数矩阵进
行奇异值分解，采用夹角恒定法对标定参数进行补充。

上述标定方法均需要辅助信息，如航姿参考、地球加速度

矢量在载体坐标系中的测量值等，这不仅增加了标定条

件也使标定效果依赖于辅助信息的准确性。文献［１７］
依据物理意义将标定过程分为传感器坐标系标定与非对

准标定，并将传感器坐标系标定结果分解为一组具有明

确物理意义的误差参数，然后采用主成分分析法标定非

对准矩阵。该方法具有物理意义明确且无需辅助信息的

优点，但其测量模型不包含软磁干扰误差。事实上，测量

模型参数是由各种误差因素共同决定的，在一般情况下

无法按物理意义分解。此外，传统主成分分析法存在的

符号错误及非正交问题将在校正过程中引入新的误差，

甚至使校正结果失去意义。文献［１８］分析了线性测量
模型的几何意义，采用极大似然估计标定传感器坐标系

参数，通过求解Ｐｒｏｃｒｕｓｔｅｓ问题获得非对准矩阵。该方法
几何意义明确，但其标定过程仍需要辅助信息。

造成三轴磁传感器测量误差的原因众多，但测量畸

变效果可与坐标变换效果等效。本文将基于等效变换深

入分析误差参数的几何意义，并提出等效传感器坐标系

标定与等效非对准标定的概念。为保证标定算法的独立

性，本文将采用主成分分析法进行等效非对准标定，并研

究传统主成分分析方法产生符号错误及非正交问题的原

因、影响及修正方法。最后，通过实验验证相关修正方法

的效果以及完整标定算法的航向测量校正精度。

２　等效两步法的基本原理

忽略测量噪声后，三轴磁传感器的测量模型如

式（１）所示。
ｈｓ ＝Ｍｈｂ＋ｂ （１）

式中：ｈｂ∈Ｒ
３×１为地磁矢量在载体坐标系中的坐标向

量，ｈｓ∈Ｒ
３×１为测量值，Ｍ∈Ｒ３×３，ｂ∈Ｒ３×１为误差参数。

对Ｍ进行奇异值分解：
Ｍ ＝ＵＤＶ （２）

式中：Ｕ为正交旋转矩阵，Ｄ ＝ｄｉａｇ（ｄｘ，ｄｙ，ｄｚ），Ｖ为正
交矩阵。将式（２）代入式（１）可得：

ｈｓ ＝ＵＤＶｈｂ＋ｂ （３）

式（３）表明，地磁矢量测量过程可等效为一组由误
差参数Ｖ、Ｄ、Ｕ、ｂ表征并依次进行的坐标变换。图１所
示为等效变换效果示意图，图中设置了编号为１、２、３的
参考点，变换效果表现为参考点坐标的变化。现结合图

１说明各参数对应的等效变换及其几何意义：Ｖ为载体
坐标系至另一直角坐标系的正交变换，本文将 Ｖ定义为
等效非对准误差矩阵，将变换后的直角坐标系定义为等

效传感器坐标系；Ｄ为伸缩变换，单位测量球面经该变换
后成为半轴长度分别为 ｄｘ、ｄｙ、ｄｚ的椭球面；Ｕ为旋转变
换，其取值决定了椭球面的旋转角度；ｂ为平移变换，其
分量为椭球面中心坐标。

图１　等效变换效果示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔ

基于等效变换的几何意义可将误差参数分为两组：

Ｖ描述了载体坐标系测量球面至等效传感器坐标系测量
球面的变换；Ｄ、Ｕ、ｂ描述了等效传感器坐标系测量球面
至测量畸变椭球面的变换。与此相对应，将误差参数标

定分为两步：首先应用椭球法进行等效传感器坐标系标

定，确定参数Ｄ、Ｕ、ｂ，然后应用主成分分析进行等效非
对准标定，确定参数Ｖ，本文将这一标定方法称为等效两

步法。设 Ｄ、Ｕ、ｂ及 Ｖ的标定结果分别为 Ｄ^（ｄｉａｇ（ｄ
＾

ｘ，

ｄ^ｙ，ｄ^ｚ））、Ｕ^、ｂ^及 Ｖ^、ｈ^ｂ为校正结果，则校正计算式为：

ｈ^ｂ ＝Ｖ^
－１Ｄ^－１Ｕ^－１（ｈｓ－ｂ^） （４）

以上基于等效变换及其几何意义介绍了等效两步法

的基本原理，关于等效变换分析方法的意义与特点还需

做以下两点说明。

１）依据物理意义可将三轴磁传感器误差分为传感器
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零偏、灵敏度误差、非正交误差、非对准误差、硬磁干扰及

软磁干扰误差等［１９］，“等效”的含义是将各种误差引起

的测量畸变效果分解转化为坐标变换效果。这种分解转

化的意义是从几何意义出发，用一组标准几何参数描述

测量畸变效果，为误差参数标定问题提供统一的分析与

研究手段。需强调的是在一般条件下，一种坐标变换效

果是由多种误差共同决定的，两者之间不存在对应关系。

２）参数Ｍ的矩阵分解形式不唯一，因此等效变换的
形式也是不唯一的。奇异值分解的优点：一方面，其分解

结果与基本坐标变换相对应，几何意义明确；另一方面，

奇异值分解中等效非对准误差矩阵为最右端因子，在形

式上可与物理非对准矩阵相对应。但应注意：物理非对

准矩阵是正交旋转矩阵，而等效非对准矩阵不一定是旋

转矩阵。还应指出，奇异值分解结果也是不唯一的，因而

等效传感器坐标系与等效非对准矩阵是不唯一的，上述

不唯一性是等效变换分析与基于物理意义分析的重要区

别。

３　误差参数标定算法

３．１　等效传感器坐标系标定

由式（１）可得载体坐标系中地磁矢量模值方程为：
ｈＴｓＭ

－１ＴＭ－１ｈｓ －２ｂ
ＴＭ－１ＴＭ－１ｈｓ ＋ｂ

ＴＭ－１ＴＭ－１ｂ ＝
ｈｂ

２ （５）

设ｈｓ ＝［ｈｓｘ，ｈｓｙ，ｈｓｚ］
Ｔ，则式（５）可写为：

ａ１ｈ
２
ｓｘ＋ａ２ｈ

２
ｓｙ＋ａ３ｈ

２
ｓｚ＋ａ４ｈｓｘｈｓｙ＋ａ５ｈｓｘｈｓｚ＋ａ６ｈｓｙｈｓｚ＋

ａ７ｈｓｘ＋ａ８ｈｓｙ＋ａ９ｈｓｚ＋ａ１０ ＝ ｈｂ
２ （６）

标定时可使用标准磁强计实时测量磁场强度，并以

式（６）为观测方程估计系数 ａ１ ～ａ１０。在恒定磁场条件
下可设观测值为一常数，并应用椭球法估计方程系数，此

时式（６）可写为：
ａ１ｈ

２
ｓｘ＋ａ２ｈ

２
ｓｙ＋ａ３ｈ

２
ｓｚ＋ａ４ｈｓｘｈｓｙ＋ａ５ｈｓｘｈｓｚ＋ａ６ｈｓｙｈｓｚ＋

ａ７ｈｓｘ＋ａ８ｈｓｙ＋ａ９ｈｓｚ＋ａ１０ ＝ｋｈｂ
２ （７）

设Ｅ＝

ａ１
１
２ａ４

１
２ａ５

１
２ａ４ ａ２

１
２ａ６

１
２ａ５

１
２ａ６ ａ













３

，Ｆ＝
ａ７
ａ８
ａ









９

，由式（５）、

（７）可得：
Ｅ＝ｋＭ－１ＴＭ－１ （８）

ｂ^＝－１２Ｅ
－１Ｆ （９）

式（８）中常数ｋ的取值不影响航向角测量，不失一般
性可令其值为１，则：

Ｅ＝Ｍ－１ＴＭ－１ （１０）

将式（２）代入式（１０）得：
Ｅ＝ＵＤ－１Ｄ－１ＵＴ （１１）
对Ｅ进行对角化可得：
Ｅ＝ＵＥＤＥＵ

Ｔ
Ｅ （１２）

式中：ＤＥ ＝ｄｉａｇ（ｄＥｘ，ｄＥｙ，ｄＥｚ），由式（１１）、（１２）可得：

Ｕ^＝ＵＥ （１３）

ｄ^ｘ ＝１／ｄ槡 Ｅｘ

ｄ^ｙ ＝１／ｄ槡 Ｅｙ

ｄ^ｚ ＝１／ｄ槡
{

Ｅｚ

（１４）

式（９）、（１３）、（１４）给出了等效传感器坐标系误差参

数的计算式。由 Ｕ^确定的欧拉角、Ｄ^确定的椭球面半轴

长度及 ｂ^确定的椭球面中心坐标共同构成了等效传感器
坐标系标定的９个独立误差参数，这些参数确定了测量
畸变椭球面在等效传感器坐标系中的形状与位置。

３．２　等效非对准标定

应用 Ｄ^、Ｕ^、ｂ^在等效传感器坐标系内校正测量数据，

设 ｈ^ｃ为校正结果，则：

ｈ^ｃ ＝Ｄ^
－１Ｕ^－１（ｈｓ－ｂ^） （１５）

忽略校正误差，由式（３）、（１５）可得：

ｈ^ｃ ＝Ｖｈｂ （１６）
式中：Ｖ为正交线性算子，由线性变换理论可知，Ｖ可由
载体坐标系的基像唯一确定［２０］，设载体坐标系 ｘ、ｙ、ｚ轴
在等效传感器坐标系中的坐标向量分别为Ｖｘ、Ｖｙ、Ｖｚ，则

Ｖ＝［Ｖｘ，Ｖｙ，Ｖｚ］。设 Ｖ^ｘ、Ｖ^ｙ、Ｖ^ｚ分别为Ｖｘ、Ｖｙ、Ｖｚ的标定

值，为方便论述，以 Ｖ^ｘ为例简要说明传统主成分分析标
定方法。使传感器绕载体 ｘ轴转动，测得 ｎ点数据 ｈｉｓ，

ｉ＝１，…，ｎ，对测量数据按式（１５）进行校正得到数据 ｈ^ｉｃ，

ｉ＝１，…，ｎ，对校正数据进行去均值处理得到 ｈ
～ｉ
ｃ，ｉ＝１，

…，ｎ，计算协方差矩阵 Ｃ＝［ｈ
～１
ｃ，…，ｈ

～ｎ
ｃ］·［ｈ

～１
ｃ，…，ｈ

～ｎ
ｃ］
Ｔ

并对角化，可得：

Ｃ＝Ｐｄｉａｇ（λ１，λ２，λ３）Ｐ
Ｔ （１７）

式中：Ｐ＝［Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３］，λ１ ＞λ２ ＞λ３，Ｐ３为单位向量。
转动过程中恒定磁场在载体 ｘ轴上的投影保持不变，等

效传感器坐标系中沿转轴方向数据方差最小，所以 Ｖ^ｘ ＝
Ｐ３。上述标定方法存在以下两个问题。
１）当等效传感器坐标系误差参数确定后，Ｖ具有唯

一性，但 Ｖ^ｘ、Ｖ^ｙ、Ｖ^ｚ为相应协方差矩阵最小特征值对应的
单位特征向量，由矩阵理论可知：式（１７）中Ｐ３与 －Ｐ３均
包含于λ３的特征子空间，即标定结果不唯一。因此，该

方法在原理上无法避免 Ｖ^的分量出现符号错误，即无法
确保标定结果与载体坐标系中对应坐标轴的正向一致。

符号错误将彻底改变线性算子的性质，使航向角校正结
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果出现较大误差，从而使标定失去意义。

２）Ｖ为正交矩阵，但在标定操作中，实际转动轴与
载体真实坐标轴间存在误差，非理想定轴转动、测量噪声

以及数值计算也会引入标定误差，这些误差使 Ｖ^ｘ、Ｖ^ｙ、Ｖ^ｚ
不满足正交关系，即 Ｖ^为非正交矩阵。由等效两步法基
本原理及校正式（４）可知，等效传感器坐标系标定参数
已将畸变椭球面校正为球面，而非正交矩阵 Ｖ将导致校
正后载体坐标系测量球面再次发生畸变，从而引入新的

测量误差。

３．２．１　符号修正法

由式（４）可知，若 Ｖ^的分量存在符号错误，则 ｈ^ｂ与ｈｂ
对应分量异号。因此可通过对比 ｈ^ｂ与ｈｂ对应分量的符
号判断是否发生符号错误，若发生该错误，可通过将Ｖ对
应列向量取负实现符号修正。上述修正方法仅需 ｈｂ分
量的符号信息，无需其分量的准确数值，但在无地磁信息

及航姿参考的标定条件下无法直接获得 ｈｂ分量的符号。
在研究中，假设ｈｓ与ｈｂ对应分量的符号相同，现以 ｘ轴
分量为例说明当满足一定操作条件时该假设是合理的，

其它轴分量可做类似分析。设 ｈｓｘ与 ｈｂｘ分别为 ｈｓ与 ｈｂ
的ｘ轴分量，在一般条件下，误差参数 ｂ的各分量取值较
小，而矩阵Ｍ的对角线元素取值近似为１，且其绝对值远
大于非对角线元素，因此可认为 ｈｓｘ的取值主要由 ｈｂｘ决
定，基于这一特点，在标定Ｖｘ时可以通过调整传感器的空
间位置使定轴转动过程中ｈｓｘ的读数满足条件：｜ｈｓｘ｜＞＞
０，此时即可认为ｈｓｘ与ｈｂｘ符号相同。
３．２．２　正交修正法

首先以方差贡献率α为指标评价 Ｖ^各分量的标定效
果，贡献率低表明标定效果好［１７］，然后通过叉乘运算利

用标定效果好的分量重新计算标定效果差的分量，叉乘

运算的顺序按右手定则确定。以下结合实例说明该修正

方法：设 αｘ、αｙ、αｚ分别为 Ｖ^ｘ、Ｖ^ｙ、Ｖ^ｚ的方差贡献率，且

αｚ ＜αｘ ＜αｙ，正交修正后的标定结果为 Ｖ^ｃ ＝［Ｖ^ｃｘ，Ｖ^ｃｙ，

Ｖ^ｃｚ］，则正交修正计算式为：

Ｖ^ｃｚ ＝Ｖ^ｚ

Ｖ^ｃｙ ＝Ｖ^ｚ×Ｖ^ｘ

Ｖ^ｃｘ ＝Ｖ^ｃｙ×Ｖ^
{

ｚ

（１８）

４　实验验证

４．１　实验流程及结果

为验证等效两步法、符号修正以及正交修正方法的

效果，使用Ｍａｇ０３ＭＳＬ１００型三轴磁传感器及转角精度

为０．１°的三自由度手动转台进行标定实验，实验设备如
图２所示。

图２　实验设备
Ｆｉｇ．２　Ｅｑｕｉｐｍｅｎｔｓｆｏｒｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

４．１．１　实验操作流程
对转台进行水平校准，调整转台姿态角，逐个采集不

同倾斜状态及航向角取值条件下的测量值。倾斜状态依

次取为水平、横滚 ±３０°、横滚 ±６０°、横滚 ＋９０°、俯仰
±３０°、俯仰±６０°、俯仰＋９０°，在各倾斜状态下航向角取
值范围为０°～３３０°，间隔为３０°。
４．１．２　实验数据处理流程

分别应用点积不变法、等效两步法、无符号修正等效

两步法以及无正交修正等效两步法进行误差参数标定及

测量数据校正；利用校正前后地磁矢量测量值及转台姿

态角读数计算校正前后的航向角误差。在等效两步法

中，使用全部标定点进行等效传感器坐标系标定，使用水

平、横滚＋９０°及俯仰 ＋９０°状态下的标定点进行等效非
对准标定。在点积不变法中使用全部标定点，利用虚拟

矢量及转台转角计算与各点对应的辅助矢量测量值［１５］，

本次研究中采用虚拟地球加速度矢量，其在东北天坐标

系中的坐标取（０，０，－１）。
按上述实验流程完成标定点测量及数据处理，校正

前后航向角误差如图３所示，其中点积不变法校正后航
向角最大误差为０．４２°，均方根误差为０．２０°，等效两步
法校正后航向角最大误差为０．４０°，均方根误差为０．２１°。
图中横坐标为标定点序号，标定点倾斜状态按序号增加

顺序依次为水平（１～１２）、横滚 ±３０°（１３～３６）、横滚 ±
６０°（３７～６０）、俯仰 ±３０°（６１～８４）、俯仰 ±６０°（８５～
１０８），在各倾斜状态下标定点按航向角递增顺序排列。

使用无符号修正等效两步法与无正交修正等效两步

法校正后，航向角误差分别如图４、５所示。其中无符号
修正等效两步法校正后航向角最大误差为１８０．００°，均方
根误差为１０２．９０°；无正交修正等效两步法校正后航向角
最大误差为１．３９°，均方根误差为０．６２°。为便于比较，
图中同时绘制了完整等效两步法校正后航向角误差，其

横坐标含义与图３相同。
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图３　点积不变法与等效两步法航向角校正误差
Ｆｉｇ．３　Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｄｏｔｐｒｏｄｕｃｔｉｎｖａｒｉａｎｃｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｗｏｓｔｅｐａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图４　无符号修正等效两步法航向角校正误差
Ｆｉｇ．４　Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｗｏｓｔｅｐ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｏｕｔｓｉｇｎｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

图５　无正交修正等效两步法航向角校正误差
Ｆｉｇ．５　Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｗｏｓｔｅｐａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｗｉｔｈｏｕｔｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

４．２　实验分析

由图３可知，等效两步法可达到与点积不变法相当
的航向角校正精度。点积不变法本质上是以辅助传感器

坐标系而非载体坐标系为标定基准的，其标定效果依赖

于辅助传感器坐标系。本文使用虚拟矢量及转台转角计

算辅助传感器测量值，相当于在标定过程中使用了理想

三轴加速度传感器。在实际应用中，点积不变法需要首

先对辅助传感器进行标定，而等效两步法可独立完成１２
个误差参数的标定，这是等效两步法的优势。

图４、５表明，符号修正法与正交修正法能够有效克
服传统主成分分析法存在的缺陷，提高校正精度。图４
中误差的大幅波动表明符号错误已改变等效变换的性

质，从而使校正结果失去意义。需指出的是符号修正是

一种完全修正，不存在剩余误差，而正交修正有所不同，

Ｖ^的列向量不满足正交关系的根本原因在于其列向量与
载体坐标轴不共线，本文提出的正交修正方法虽然能使

修正后列向量间满足正交关系，但无法保证其与载体坐

标轴共线，因此该项修正存在剩余非对准误差，这也是等

效两步法校正误差的来源之一。在后续研究中将进一步

完善非正交修正方法，以提高校正精度。

在实际应用中，等效传感器坐标系标定的操作条件

与椭球法相同，而等效非对准标定需要完成３组定轴转
动。由主成分分析法的标定原理可知，当地磁矢量与转

动轴趋于垂直时有利于提高标定效果，在介绍符号修正

法时曾指出定轴转动过程需满足一定条件，当地磁矢量

与转动轴趋于平行时有利于满足该条件，在实际操作中

应兼顾这两方面要求。此外，等效两步法既可作为一整

套方法实现误差参数的完整标定，也可部分的使用该方

法并与其他方法组合，实现误差参数的标定与修正。最

后指出的是等效两步法涉及的误差参数几何意义分析、

参数标定与修正方法同样适用于三轴加速度计。

５　结　　论

本文提出了航向测量系统中三轴磁传感器标定的等

效两步法。该方法基于等效变换及几何意义将误差参数

标定分为等效传感器坐标系标定与等效非对准标定两步，

为误差参数标定提供了统一的分析与研究手段。在具体

算法方面，本文给出了等效传感器坐标系误差参数的计算

式，等效非对准矩阵符号修正与正交修正方法，有效提高

了标定算法的实用性与校正精度。等效两步法具有几何

意义明确，能够独立完成标定的优点，实验表明在航向测

量应用中该方法可达到与点积不变法相当的校正精度。
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