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摘　 要:针对现有波达方向(direction
 

of
 

arrival,
 

DOA)估计算法无法同时抑制 α 稳定分布噪声和高斯色噪声问题,提出了一种

基于分数阶累积量和加权双曲复合函数的平滑 l0 范数的 DOA 估计算法。 首先,利用分数阶累积量的半不变性以及对 α 稳定

分布和高斯分布不敏感的特性,抑制 α 稳定分布和高斯色噪声。 然后,将分数阶累积量矩阵进行向量化处理,并推导出基于分

数阶累积量的稀疏 DOA 重构模型。 最后,构造双曲复合函数对 l0 范数进行平滑逼近,并通过调节逼近因子实现平滑性与陡峭

性的自适应权衡。 同时,引入加权矩阵,对真实信号源对应位置进行加权增强,其余位置权值被抑制,进一步突出稀疏解的结构

特征。 在此基础上,采用梯度下降与投影相结合的双层迭代策略求解加权平滑 l0 优化问题,从而获得目标信号的 DOA 值。 仿

真实验结果表明,在 α 稳定分布与高斯色噪声混合且混合信噪比低至 0 的条件下,所提算法 DOA 估计的均方根误差为

0. 516
 

4°,充分验证了其在复杂噪声背景下的有效性和高精度。
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Abstract:To
 

address
 

the
 

limitation
 

of
 

existing
 

direction-of-arrival
 

( DOA)
 

estimation
 

algorithms
 

in
 

simultaneously
 

suppressing
 

alpha-
stable

 

distribution
 

noise
 

and
 

Gaussian
 

colored
 

noise,
 

a
 

DOA
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

fractional-order
 

cumulants
 

and
 

a
 

weighted
 

hyperbolic
 

composite-function
 

smoothed
 

l0 - norm
 

is
 

proposed.
 

First,
 

by
 

exploiting
 

the
 

semi-invariant
 

property
 

of
 

fractional-order
 

cumulants
 

and
 

their
 

insensitivity
 

to
 

both
 

alpha-stable
 

and
 

Gaussian
 

distributions,
 

the
 

adverse
 

effects
 

of
 

alpha-stable
 

noise
 

and
 

Gaussian
 

colored
 

noise
 

are
 

effectively
 

suppressed.
 

Then,
 

the
 

fractional-order
 

cumulant
 

matrix
 

is
 

vectorized,
 

and
 

a
 

sparse
 

DOA
 

reconstruction
 

model
 

based
 

on
 

fractional-order
 

cumulants
 

is
 

formulated.
 

Subsequently,
 

a
 

hyperbolic
 

composite
 

function
 

is
 

constructed
 

to
 

provide
 

a
 

smooth
 

approximation
 

of
 

the
 

l0 -norm,
 

where
 

the
 

approximation
 

parameter
 

is
 

adaptively
 

adjusted
 

to
 

balance
 

smoothness
 

and
 

steepness.
 

Meanwhile,
 

a
 

weighting
 

matrix
 

is
 

introduced
 

to
 

enhance
 

the
 

coefficients
 

corresponding
 

to
 

the
 

true
 

source
 

locations
 

while
 

suppressing
 

the
 

remaining
 

entries,
 

thereby
 

further
 

emphasizing
 

the
 

sparse
 

structure
 

of
 

the
 

solution.
 

Based
 

on
 

this
 

formulation,
 

a
 

two-layer
 

iterative
 

optimization
 

strategy
 

combining
 

gradient
 

descent
 

and
 

projection
 

is
 

employed
 

to
 

solve
 

the
 

weighted
 

smoothed
 

l0
 optimization

 

problem,
 

leading
 

to
 

accurate
 

DOA
 

estimation.
 

The
 

simulation
 

results
 

demonstrate
 

that,
 

even
 

under
 

conditions
 

where
 

the
 

Alpha
 

stable
 

distribution
 

is
 

mixed
 

with
 

Gaussian
 

colored
 

noise
 

and
 

the
 

mixed
 

signal-to-noise
 

ratio
 

is
 

as
 

low
 

as
 

0,
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

achieves
 

a
 

root
 

mean
 

square
 

error
 

of
 

0. 516
 

4°in
 

DOA
 

estimation,
 

fully
 

illustrating
 

its
 

effectiveness
 

and
 

high
 

accuracy
 

in
 

complex
 

noise
 

backgrounds.
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0　 引　 言

　 　 波达方向( direction
 

of
 

arrival,
 

DOA) 估计在雷达探

测、无线通信以及水下声纳等诸多领域中起着至关重要

的作用[1-3] 。 在 DOA 估计研究中,多重信号分类算法[4-5]

与旋转不变子空间算法[6-7] 是较为常用的两类经典算法,
其基本原理基于信号与噪声子空间的正交性,在小快拍

数或噪声复杂条件下性能较差。 为此,学者们将压缩感

知(compressed
 

sensing,
 

CS)理论[8] 应用到 DOA 估计中,
提出了许多基于压缩感知的 DOA 估计算法[9] 。 例如,文
献[10]提出了正交匹配追踪(orthogonal

 

matching
 

pursuit,
 

OMP)的稀疏算法,实现了快速的 DOA 估计,但其原子选

择依赖于残差与原子的正交性,受噪声干扰时易出现误

选,算法可靠性较差。 文献[11]提出平滑 l0 范数 DOA 估

计算法,但其平滑函数近似 l0 范数的性能较差,算法精度

不高。
此外,现实环境常常会表现出较为复杂的噪声特征,

如海杂波是一种典型的附含冲击噪声及高斯噪声等混合

噪声的自然环境噪声,其中冲击噪声可以用 α 稳定分布

来表征,因此冲击噪声也称为 α 噪声。 这些复杂的噪声

会导致传统的 DOA 估计算法性能降低甚至失效。 为此,
文献[12]将高阶累积量(high-order

 

cumulant,
 

HOC)引入

到 DOA 估计算法中,有效解决了高斯色噪声对接收信号

的影响;文献[13] 将相控分数低阶矩( phased
 

fractional
 

lower-order
 

moments,
 

PFLOM)与前向预测策略结合,有效

提升了声矢量传感器阵列在冲击噪声下的离格 DOA 估

计;文献 [ 14 ] 将分数阶统计量 ( fractional
 

lower-order
 

statistics,
 

FLOS)与稀疏恢复理论结合,提出了基于 FLOS
稀疏表示的 DOA 估计算法,有效抑制了 α 噪声。 然而,
FLOS 算子对 α 噪声表现出一定的鲁棒性,但无法抑制高

斯色噪声,而 HOC 可以处理高斯色噪声,但无法处理 α
噪声,这使得两者应用场景受限。

为了解决上述问题,本文将分数阶累积量( fractional-
order

 

cumulant,
 

FOC) [15] 引入到 DOA 估计中,并证明了

FOC 不会破坏导向矢量结构。 然后,构造加权矩阵和双

曲复合函数,提出了基于 FOC 的加权双曲复合函数平滑

l0 范 数 ( FOC-based
 

smoothed
 

l0-norm
 

algorithm
 

with
 

weighted
 

hyperbolic
 

composite
 

function,
 

FOC-WHSL0) 的

DOA 估计算法。 首先,通过计算接收数据的 FOC 矩阵,
利用 FOC 的半不变性以及对 α 稳定分布和高斯分布噪

声不敏感的特性,对混合噪声进行抑制。 其次,根据 FOC
矩阵构造稀疏 DOA 模型,将 DOA 估计问题转换为稀疏

信号恢复问题。 同时,为了进一步提高算法精度,构造加

权矩阵和双曲复合函数去近似稀疏解的 l0 范数,并通过

梯度下降法求解加权双曲复合函数优化问题,最终获得

DOA 估计值。 通过仿真实验与实测噪声数据验证了所

提算法的有效性和可行性。

1　 信号与噪声模型

1. 1　 接收信号模型

　 　 假设一个阵元间距 d = λ / 2 的均匀线阵列,其组成阵

元数量为 M 个,空间远场窄带信号数量为 K 个,DOA 分

别为 θi( i = 1,2,…,K)。 阵列接收信号模型为

x( t) = A(θ)s( t) + n( t) (1)
式中: x( t) = [x1( t),x2( t),…,xM( t)] T 为接收向量;
A θ( ) = [a(θ1),a(θ2),…,a(θK)] 为导向矢量矩阵;
s( t) = [ s1( t),s2( t),…,sK( t)] T 为信号向量; n( t) =
[n1( t),n2( t),…,nM( t)] T 为 混 合 噪 声; a(θk) = [1,

e
-j2πdsinθk / λ,…,e

-j2π(M-1)dsinθk / λ] T 为第 k 个信号源的导向向

量,其中 λ 为信号波长; (·) T 表示转置运算。
1. 2　 Alpha 噪声模型

　 　 假设 α 噪声服从对称 α 稳定( stable
 

alpha-stable,
 

SαS)分布,通常 SαS 分布使用特征函数进行表征,其表

达式为:
ϕ( t) = exp{jδt - γ | t | α} (2)

式中: | · | 表示模值, α ∈ (0,2] 为特征指数,当 α = 2
时; SαS 分布就退化为高斯分布; γ ∈ (0,∞ ) 为分散系

数; δ ∈ ( - ∞ ,∞ ) 为位置参数。

2　 基于 FOC 和加权函数的稀疏 DOA 模型

2. 1　 FOC 抑制噪声的原理

　 　 设 Y = [y1,…,yk] 为 k 维随机变量,其联合概率密

度函数为 p(y1,…,yk), 则其联合分数阶矩 ( fractional
 

order
 

moment,
 

FOM)生成函数 Φb 和联合 FOC 生成函数

Ψb 可定义为:
Φb(u1,…,uk) = E[Eb(jbyb

1u
b
1)…Eb(jbyb

ku
b
k)] =

∫
∞

-∞

…∫
∞

∞

p(y1,…,yk)Eb(jbyb
1u

b
1)…Eb(jbyb

ku
b
k)(dy1) b…(dyk)

b

(3)
Ψb(u1,…,uk) = ln[Φb(u1,…,uk)] (4)

式中: Eb(jbybub) = ∑
∞

k = 0

(jyu) kb

Γ(kb + 1)
为 Mittag-Leffler 函数;

b ∈ (0,1] 为分数阶数; E[·] 表示数学期望; Γ(·) 为

Gamma 函数。
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分别对式(3) 和(4) 求 kb 阶左 Caputo 型分数阶偏

导,可得 kb 阶 FOM 和 FOC 定义为:
mkb = momkb[yb

1,…,yb
k] = E[yb

1,…,yb
k]

≜ j -kb
C
0 ∂kbΦb(u1,…,uk)

∂bu1…∂buk u1 = …uk = 0

(5)

ckb = cumkb[yb
1,…,yb

k]

≜ j -kb
C
0 ∂kbΨb(u1,…,uk)

∂bu1…∂buk u1 = …uk = 0

(6)

式中: momkb[·] 表示 kb 阶 FOM; cumkb [ ·] 表示 kb
阶 FOC。

由式(6) 可知,FOC 是 HOC 的非整数阶次的推广,
性质如下[15] :

性质 1)设 {a i}
k
i = 1 是常数序列, {y i}

k
i = 1 为随机变量,

则:

cumkb[a1y
b
1,…,aky

b
k] = ∏

k

i = 1
a i( ) cumkb[yb

1,…,yb
k]

(7)
性质 2)变量的排列顺序不影响 FOC 的值,即:
cumkb[yb

1,yb
2,…,yb

k] = cumkb[yb
i1

,yb
i2

,…,yb
ik

] (8)
式中: ( i1,i2…,ik) 是 (1,2,…,k) 的一种排列。

性质 3)若随机变量 {y i}
k
i = 1 中存在一个非空子集独

立于该子集的余集,则:
cumkb[yb

1,yb
2,…,yb

k] = 0 (9)
性质 4)若随机变量 {x i}

k
i = 1 与 {y i}

k
i = 1 统计独立,则

两者和的 FOC 等于两者各自 FOC 的和,即:
cumkb[(x1 + y1) b,…,(xk + yk)

p] =
cumkb[xb

1,…,xb
k] + cumkb[yb

1,…,yb
k] (10)

该性质被称为半不变性。
性质 5)若 λ 为任意常数且 k > 1, 则:
cumkb[(y1 + λ) b,yb

2,…,yb
k] = cumkb[yb

1,yb
2,…,yb

k]
(11)

性质 6) 设 {y i}
k
i = 1 为一个服从 SαS 分布的随机变

量, 且 特 征 函 数 ϕ( t) = exp{jδt}exp{ - γ | t | α} =
ϕδ( t)ϕα( t),m = α - kb,c ∈ ZZ + , 则 kb 阶 FOC 为:

ckb =
0, kb ≠ 1
δ, kb = 1{

üþ ýï ï ï ï

由ϕδ( t)确定

+

0, 1 ≤ - m ≤ c and m ∈ ZZ,
or m > 0 and m ∉ ZZ

- j -kbγΓ(α + 1), m = 0
∞ , m < 0 and m ∉ ZZ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

由ϕα( t)确定

(12)

该性质表明,当 kb ≠ 1 且 kb < α 时,若 y( t) 服从

SαS 分布,则 cumkb[yb
1,…,yb

k] = 0。 值得注意的是,该性

质不受相关性影响。 此外,由于当 α = 2 时, SαS 分布会

退化为高斯分布,因此该性质对高斯分布也同样适用。

为证明 FOC 不会破坏导向矢量矩阵的结构、影响

DOA 估计结果,将阵列第 m 个阵元接收数据表示为:

xm( t) = ∑
K

k = 1
amksk( t) + nm( t) (13)

式中: amk 表示 A θ( ) 中第 (m,k) 个元素。 进一步将复

变量 x 改写为如式(14)所示。

x〈b〉 ≜
| x | b+1

x∗ , x ≠ 0

0, x = 0
{ (14)

| x | b+1 / x∗ = | x | bexp(jarg(x)) =
| x | bexp(jbarg(x))exp(j(1 - b)arg(x))=
xbexp(j(1 - b)arg(x)) (15)

式中:(·) ∗表示共轭;arg(·)表示求取相位角。
采用 4b 阶累积量(即 k = 4)对接收数据进行处理。

根据 FOC 的性质以及上述假设, 4b 阶累积量矩阵 Z ∈

CCM2×M2
的第 [M(m1 - 1) + m2,M(m3 - 1) + m4] 元素

z4b
m1m2m3m4

定义为:

z4b
m1m2m3m4

=

cum4b[x〈b〉
m1

( t),x∗〈b〉
m2

( t),x〈b〉
m3

( t),x∗〈b〉
m4

( t)] =

∑
K

i = 1
∑

K

j = 1
∑

K

n = 1
∑

K

l = 1
a〈b〉
m1i

…,a∗〈b〉
m4l

cum4b[ s〈b〉
i ( t),…,s∗〈b〉

l ( t)] +

cum4b[n〈b〉
m1

( t),…,n∗〈b〉
m4

( t)] (16)
式中: m1,m2,m3,m4 ∈ [1,M]。 由式( 16) 可知,由于

A θ( ) 中每个元素的模都为 1,则 a〈b〉
mk = amk, 因此 FOC 并

不会影响导向向量矩阵,只会对噪声和目标信号产生影

响。 由 假 设 3 和 性 质 6 可 得, 当 b 取 值 合 理 时,
cum4b[n〈b〉

m1
( t),…,n∗〈b〉

m4
( t)] = 0。 而由性质 3 可得,当且

仅当 i = j = n = l 时, cum4b[ s〈b〉
i ,s∗〈b〉

j ,s〈b〉
n ,s∗〈b〉

l ] ≠ 0。
综上,FOC 不会破坏导向矢量矩进而影响 DOA 估计

结果,并且在 b 取值符合性质 6 的条件时,可有效抑制 α
噪声和高斯色噪声。
2. 2　 基于 FOC 的稀疏 DOA 模型

　 　 通常 FOC 生成函数是未知的,无法通过式(16)直接

利用定义获得 z4b
m1m2m3m4

。 此时,可以将 FOC 转换为 FOM,

并利用数学期望的估计方法获得 z4b
m1m2m3m4

, 其表达式为:

z4b
m1m2m3m4

= cum4b[x〈b〉
m1

,x∗〈b〉
m2

,x〈b〉
m3

,x∗〈b〉
m4

] =

E[x〈b〉
m1

,x∗〈b〉
m2

,x〈b〉
m3

,x∗〈b〉
m4

] -

E[x〈b〉
m1

,x∗〈b〉
m2

]E[x〈b〉
m3

,x∗〈b〉
m4

] -

E[x〈b〉
m1

,x〈b〉
m3

]E[x∗〈b〉
m2

,x∗〈b〉
m4

] -

E[x〈b〉
m1

,x∗〈b〉
m4

]E[x∗〈b〉
m2

,x〈b〉
m3

] (17)
由于 m1,m2,m3,m4 ∈ [1,M], 通过式(17)可得到

M4 个 FOC 值,按照 [M(m1 - 1) + m2,M(m3 - 1) + m4]
的排列方式组成矩阵 Z。 当 b 的取值符合性质 6 的条件

时,根据 Khatri-Rao 积的性质, Z 可以表示为:
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Z = A θ( ) ☉A∗(θ)[ ] Z4b
s A θ( ) ☉A∗(θ)[ ] H =

Ω θ( ) Z4b
s Ω

H(θ) (18)

式中: Ω θ( ) ∈ CCM2×K 为阵列扩展后导向矢量矩阵;(·) H

表示共轭转置;☉表示 Khatri-Rao 积; Z4b
s = diag(λ1,λ2,

…,λK) ∈ CCK×K 为信号源的 4b 阶累积量矩阵。
对式(18)应用向量化算子,可得重构接收数据向量

x~ 为:

x~ ≜ vec Z( ) =B
~

θ( ) λ (19)
式中: vec(·) 为向量化算子; λ = [λ1,λ2,…,λK] T 是由

信号源的 4b 阶 FOC 值构成的列向量; B
~

θ( ) ∈ CCM4×K 为

重构导向矢量矩阵,其表达式为

B
~

θ( ) = Ω θ( ) ☉Ω∗(θ) (20)
值得注意的是,式(19)和(1)有着类似的结构,可以

视为无噪声的单快拍 DOA 模型。
将式(19)稀疏化,并构造基于 FOC 的稀疏 DOA 模

型。 首先将角度范围( -90°,90°)等分为 Q(Q≫K) 份获

得网 格 θ􀮨q{ } Q
q = 1。 根 据 划 分 的 网 格 定 义 稀 疏 字 典

B
~

θ􀮨( ) ∈ CCM4×Q 和稀疏信号向量 s~ ∈ CCQ×1 为:

B
~

θ􀮨( ) = b
~

θ􀮨1( ) , b
~

θ􀮨2( ) ,…, b
~

θ􀮨Q( )[ ] (21)

s~ = s~ 1, s~ 2,…, s~ Q[ ] T (22)

式中: s~ 仅有 K 个非零元素,若第 q 个非零元素 s~ q =

λ k, 则 s~ q 对应的角度 θ􀮨q = θ k。 根据式(21)、(22)定义

可得,式(19)的稀疏形式为:

x~ =B
~

θ􀮨( ) s~ (23)
由于式(23)是欠定的,无法直接求解,故将式(23)

转化为如式(24)所示形式。 通过对式(24) 进行求解便

可获得 DOA 估计值。

min‖ s~ ‖0 s. t. x~ =B
~

θ􀮨( ) s~ (24)
式中: ‖·‖0 表示 l0 范数。
2. 3　 加权双曲复合函数

　 　 平滑 l0 范数的核心是构造合适的函数对 l0 范数进行

逼近,本文提出的加权双曲复合函数,能够通过参数 σ 的

调节实现不同程度的平滑性与陡峭性,故有更强的近似

能力。 双曲复合函数定义为:

fσ s~ i( ) = 2

e - s~ i
0. 5 / σ2

+ 1

- 1 (25)

式中: σ 为逼近因子。 如果 σ 越大,则式(25)越平滑,局
部极值就越少,避免陷入局部最小值;如果 σ 越小,则
式(25)越陡峭,对 l0 范数的近似效果越好。 当 σ 趋近于

0 时, fσ s~ i( ) 满足:

lim
σ→0

fσ s~ i( ) =
1, si ≠ 0
0, si = 0{ (26)

对于任意的 s~ ∈ RRQ, 令 Fσ s~( ) = ∑
Q

i = 1
fσ s~ i( ) , 可

得 ‖ s~ ‖0 =lim
σ→0

Fσ s~( ) , 则式(24)所示模型可转换为:

min
s~
Fσ s~( ) s. t. x~ =B

~
θ􀮨( ) s~ (27)

为了进一步提高 l0 范数的近似效果,本文构造了一

种加权矩阵,以增强稀疏解,其定义为:

w = 1 - ΩH θ􀮨( ) Un[ ] l2
/ max ΩH θ􀮨( ) Un[ ] l2

( ){ }

(28)
式中: Un 为矩阵 Z 奇异值分解得到的噪声子空间;

[·] l2
表示按行求 l2 范数。 根据子空间定理可知,当 θ􀮨q

为真实 DOA 时, ΩH θ􀮨q( ) Un[ ] l2
→ 0 且 wq → 1, 否则 0 ≤

wq < 1。 因此,稀疏解 s~ 中信号源对应位置的权值近似

为 1,而其余部分权值小于 1,稀疏性得以加强。 利用构

造的加权矩阵,可知:

lim
σ→0

lσ w i, s~ i( ) =
1, w i = 0,si ≠ 0
0, w i = 1,si = 0{ (29)

并且式(27)所示模型可转换为:

min
s~
w·Fσ s~( ) s. t. x~ =B

~
θ􀮨( ) s~ (30)

对于式(30),本文采用梯度下降法求解。 所构建的

双曲复合函数的一阶导数具体形式为:

∂fσ s~ q( )

∂ s~ q

=
exp - s~ q

0. 5 / σ 2( )

σ 4 s~ q × exp - s~ q
0. 5 / σ 2( ) + 1( ) 2

(31)

由此,可以得到其加权梯度 ▽F s~( ) 表达式为:

▽F s~( ) = w1

∂fσ s~ 1( )

∂ s~ 1

,…,wQ

∂fσ s~ Q( )

∂ s~ Q

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(32)

进而可以推导出迭代更新公式为:

s~ = s~ - m × ▽F s~( ) (33)
式中: m = m0σ

2 表示梯度下降的步长, m0 为步长初值。
将每次迭代的结果进行梯度投影,其投影方式为:

s~ = s~ - B
~ T B

~
B
~ T( ) -1 B

~
s~ - x~( ) (34)

综上,所提算法包括 2 个循环,外层由逼近因子 σ 控

制,负责调整平滑函数平滑程度;内层循环进行梯度下降

和投影。 FOC-WHSL0 算法的伪码如下:
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1)输入: x~ ,B
~

,K,m0, 循环次数 L,衰减因子 β;

2)初始化:算法初始解 s~ 0 =B
~ T B

~
B
~ T( ) -1 x~ ;逼近

因子最小值 σmin ;逼近因子初值 σ 0 = max s~( ) ; i =
1;

3) l = 1, 通过梯度下降方法,迭代 L 步以此对加权

函数 wFσ s~( ) 进行优化,获取最小值:
(1)计算权值:

w = 1 - ΩH θ􀮨( ) Un[ ] l2
/ max ΩH θ􀮨( ) Un[ ] l2

( ){ } ;

(2)更新 wFσ s~( ) 的梯度:

▽F s~( ) = w1

∂fσ s~ 1( )

∂ s~ 1

,…,wQ

∂fσ s~ Q( )

∂ s~ Q

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

;

(3) s~ ← s~ - m × ▽F s~( ) ;
(4)更新梯度投影:

s~ = s~ - B
~ T B

~
B
~

T( ) -1 B
~

s~ - x~( ) ;
(5) l = l + 1, 如果 l < L, 重复步骤 1) ~ 4);
4) i = i + 1,σ i +1 = βσ i, 重复步骤 3),当满足 σ i <

σmin 时结束循环;

5)输出:稀疏解 s~ 。

3　 仿真实验与结果分析

3. 1　 双曲复合函数近似效果实验

　 　 为了验证本文构造的双曲复合函数近似 l0 范数的优

势,将其与反正切函数、分式函数和指数函数等平滑函

数[16-18] 进行近似效果实验。 图 1 为 4 种平滑函数在 σ =
0. 1 下的近似效果对比图。

图 1　 近似效果对比图

Fig. 1　 Comparison
 

of
 

approximation
 

results

由图 1 可知,所构造的函数在 s ≠ 0 时,函数值 f( s)
都接近 1,而另外 3 种平滑函数在 s ≠ 0 处,函数值 f( s)
均出现不同程度下降。 这说明本文构造的双曲复合函数

对 l0 范数的近似效果更好。
3. 2　 模拟仿真实验

　 　 为了验证所提 FOC-WHSL0 算法的优越性,在 Alpha
噪声与高斯色噪声等混合噪声下将所提算法与基于分数

低阶 矩 的 多 重 信 号 分 类 算 法 ( fractional
 

lower
 

order
 

moment-based
 

multiple
 

signal
 

classification,
 

FLOM-MUSIC)
算法[19] 、重构正交匹配追踪(reshaped

 

orthogonal
 

matching
 

pursuit,
 

R-OMP ) 算法[20] 以及高阶累积量正交匹配追

踪(higher-order
 

cumulant
 

orthogonal
 

matching
 

pursuit,
 

HOC-OMP)算法进行均方根误差( root
 

mean
 

square
 

error,
 

RMSE)实验。 由于 Alpha 稳定分布的方差不收敛,因此

使用广义信噪比(generalized
 

signal-to-noise
 

ratio,
 

GSNR)
来衡量 α 噪声的强度,其定义为:

GSNR = 10lg(ω s / γ) (35)
式中: ω s 表示信号的平均功率; γ 表示 α 稳定分布噪声

分散系数。
仿真实验中,所提算法、R-OMP 算法与 HOC-OMP 算

法网格设置为 1°,FLOM-MUSIC 算法搜索步长为 0. 1°,
阵元数M = 10, 蒙特卡洛实验次数Mc = 100, 信号源入射

角度分别为-35°、8°以及 42°。 DOA 估计算法性能由均

方根误差来表征,其定义为:

RMSE = 1
KMc

∑
Mc

m = 1
∑

K

k = 1
θ̂ km - θ k( ) 2 (36)

式中: Mc 为实验总次数; θ̂ km 为 DOA 估计值; θ k 为 DOA
实际值。

实验 1)重点验证所提算法在混合噪声环境下的有

效性。 对含 α 稳定分布与高斯色噪声的多信号源 DOA
估计进行测试,由图 2 的结果可知 FOC-WHSL0 算法能

够准确估计 3 个目标的角度信息,验证了所提算法具有

良好的估计能力;
实验 2)在 α 噪声下,研究不同广义信噪比条件对各

算法性能的影响。 α 噪声广义信噪比 GSNR 从-10
 

dB 增

加到 10
 

dB,高斯色噪声信噪比设为 5
 

dB。 图 3 显示,
FOC-WHSL0 算法在整体表现最佳。 特别是当 GSNR =
-4

 

dB 时,FOC-WHSL0 算法的均方根误差已小于 1°,充
分表明所提算法对不同程度的 Alpha 噪声均表现出良好

的抑制能力;
实验 3)在高斯色噪声下,研究不同信噪比条件对各

算法性能的影响。 实验中, 高斯色噪声的信噪比从

-10
 

dB 增加到 10
 

dB;α 噪声广义信噪比设置为 5
 

dB。
图 4 给出了不同算法的 RMSE 随 SNR 变化的对比曲线。
由图 4 可知,相较其他算法,FOC-WHSL0 算法具有较高
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图 2　 三信源 DOA 估计结果

Fig. 2　 Estimated
 

DOA
 

of
 

three
 

sources

图 3　 广义信噪比与均方根误差的关系曲线

Fig. 3　 Characteristic
 

curve
 

of
 

RMSE
 

with
 

respect
 

to
 

GSNR

的估计精度,表明其对不同程度的高斯色噪声,表现出良

好的鲁棒性;

图 4　 信噪比与均方根误差的关系曲线

Fig. 4　 Characteristic
 

curve
 

of
 

RMSE
 

with
 

respect
 

to
 

SNR

实验 4)在 Alpha 噪声背景下,研究不同特征指数条

件对各算法性能的影响。 实验条件为:特征指数 α 从

1. 1 逐渐增加到 2。 图 5 为特征指数 α 与 RMSE 的关系

曲线。

图 5　 特征指数与均方根误差的关系曲线

Fig. 5　 Characteristic
 

curve
 

of
 

RMSE
 

with
respect

 

to
 

characteristic
 

exponent

根据图 5 可知,随着 α 噪声冲击特性的减弱,各个算

法的性能逐渐变好,其中当 α = 1. 1 时,FOC-WHSL0 算法

的 DOA 估计均方根误差小于 1°,性能优于对比算法。 α
越小,Alpha 噪声冲击性越强,所提算法的优势越加明显,
表明所提算法具有更好的冲击噪声抑制性能。 当 α = 2
时,α 噪声退化为高斯噪声,由实验结果可知所提算法仍

然有效;
实验 5)混合噪声背景下,不同快拍数对各算法性能

影响验证。 实验条件为:快拍数从 50 增长到 500。 图 6
为快拍数与 RMSE 的关系曲线。 从图 6 中可知,随着快

拍数的增加,4 种算法的 RMSE 均逐渐降低。 其中在快

拍数为 50 时,所提算法的 RMSE 小于 1°,相较另外 3 种

算法具有更大的优势;

图 6　 快拍数与均方根误差的关系曲线

Fig. 6　 Characteristic
 

curve
 

of
 

RMSE
 

with
 

respect
 

to
 

snapshots
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实验 6)混合噪声背景下,不同阵元数对各算法性能

影响验证。 实验条件为:阵元数从 4 增长到 12。 图 7 为

RMSE 随阵元数的变化。 从图 7 可知,随着阵元数的增

加,4 种算法的 DOA 估计均方根误差均呈下降趋势。 在

较少阵元时,FOC-WHSL0 算法的 RMSE 明显低于其他 3
种算法,表现出更强的稳健性和精度优势;

图 7　 阵元数与均方根误差的关系曲线

Fig. 7　 Characteristic
 

curve
 

of
 

RMSE
 

with
 

respect
 

to
number

 

of
 

array
 

elements

实验 7)混合噪声信噪比变化下的算法性能对比验

证。 实验条件为:在 α 噪声广义信噪比与高斯色噪声信

噪比相等,令总信噪比从-10
 

dB 增加到 10
 

dB。 图 8 为

总信噪比与 RMSE 的关系曲线。

图 8　 总信噪比与均方根误差的关系曲线

Fig. 8　 Characteristic
 

curve
 

of
 

RMSE
 

with
 

respect
 

to
 

total
 

SNR

根据 8 可知,在不同信噪比条件下,所提算法的均方

根误差均是最小的。 当总信噪比为 0 时,HOC-OMP 算

法、R-OMP 算法及 FLOM-MUSIC 算法的均方根误差分别

为 1. 663
 

3°、1. 224
 

7°和 1. 463
 

5°,而所提 FOC-WHSL0 算

法的均方根误差为 0. 5164°, 明显小于另外 3 种算法。
所提算法在无噪声条件下的估计精度与对比算法在 6

 

dB

时的估计精度相当,表明所提算法可以实现对混合噪声

的有效抑制,抑制能力提升优于 6
 

dB,且相较对比算法,
所提算法目标检测所需的信噪比要求降低了 5

 

dB 以上,
与现有 MUSIC 等空间谱算法相比,参数估计精度提升了

57. 83%以上。 综上,所提算法对 α 噪声和高斯色噪声均

具备良好的鲁棒性,在二者混合环境下仍能实现较高精

度的 DOA 估计。
3. 3　 实测噪声数据验证实验

　 　 为了进一步验证所提算法的实用性,使用 IPIX 雷达

噪声数据集对所研究算法进行 DOA 估计验证,即背景噪

声选取加拿大 McMaster 大学利用 IPIX 雷达在加拿大

Dartmouth 海岸面对大西洋海面实际采集得到的数据。
海杂波是一种典型的附含 α 稳定分布噪声等混合噪声的

自然环境噪声,海洋雷达目标定位的主要问题之一就是

对海杂波进行抑制。 实验中目标选取为 3 个,目标角度

即波达方向角分别设置为- 35°、10°和 40°,利用所提算

法进行 100 次蒙特卡罗独立实验,得到一次典型的 DOA
估计散点图如图 9 所示。

图 9　 DOA 估计散点图

Fig. 9　 Scatter
 

plot
 

of
 

DOA
 

estimation

观察图 9 可知,在实测海杂波噪声环境下,所提算法

仍可以对目标波达方向进行有效的估计,其中 3 个信源

DOA 估计的均方根误差分别为 2. 47°、2. 33°和 3. 30°,基
本达到了测试的要求,验证了所提算法的有效性和实

用性。

4　 结　 论

　 　 针对现有 DOA 估计算法无法同时抑制 α 稳定分布

噪声和高斯色噪声的问题, 提出了一种基于 FOC-
WHSL0 的 DOA 估计算法。 所提算法首先利用 FOC 实

现了对 α 噪声和高斯色噪声的有效抑制,并建立了基

于 FOC 的稀疏 DOA 模型。 随后构造加权双曲复合函
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数去近似稀疏解的 l0 范数,提高了重构精度。 仿真实

验结果表明,在 α 稳定分布与高斯色噪声混合且混合

信噪比低至 0 的条件下,所提算法 DOA 估计的均方根

误差为 0. 516
 

4°,充分说明了其在复杂噪声背景下的

有效性和高精度。 虽然将所提算法在实测海杂波噪声

数据下进行了有效性及实用性验证,但所研究内容还

可以进一步优化及改进,一是进一步降低所提算法的

计算复杂度,以适应实时测量的要求;二是搭建实测系

统进行在线目标定位研究。
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