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基于互质阵的分数阶累积量与虚拟插值 DOA 估计∗
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摘　 要:为解决 Alpha 稳定分布噪声和高斯色噪声混合环境下波达方向(DOA)估计问题,提出了一种互质阵列下基于分数阶累

积量的前向预测与回溯正交匹配追踪(FOC-LABOMP)算法。 首先,通过互质阵列构建信号接收模型,利用阵元间距的差分共

阵获得虚拟阵列,引入孔洞插值技术将物理阵列的有效孔径扩展至虚拟阵列的连续区间,从而提升自由度和提高角度分辨率;
其次,利用分数阶累积量的半不变特性,有效抑制高斯色噪声和 Alpha 稳定分布噪声的干扰。 进一步,结合前向预测与回溯正

交匹配追踪算法,通过原子内积计算相关度,预测原子在未来迭代中的性能选择最佳原子,加入回溯策略,提高稀疏恢复精度,
最终得到 DOA 估计值。 通过计算机仿真实验验证了算法的有效性,在 Alpha 稳定分布和高斯色混合噪声条件下,当混合信噪

比为 0
 

dB 时,所提算法 DOA 估计的均方根误差为 0. 536
 

8°,与相控分数低阶矩多重信号分类算法( PFLOM-MUSIC)相比,精度

提升了 41. 45%。 仿真结果表明所提算法可在混合噪声下实现较高精度的 DOA 估计。
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Abstract:
 

To
 

address
 

the
 

problem
 

of
 

direction-of-arrival
 

( DOA)
 

estimation
 

in
 

environments
 

with
 

mixed
 

Alpha-stable
 

distributed
 

noise
 

and
 

Gaussian
 

colored
 

noise,
 

a
 

forward
 

prediction
 

and
 

backtracking
 

orthogonal
 

matching
 

pursuit
 

algorithm
 

based
 

on
 

fractional-order
 

cumulants
 

( FOC-LABOMP)
 

is
 

proposed
 

under
 

a
 

coprime
 

array
 

framework.
 

First,
 

a
 

signal
 

reception
 

model
 

is
 

constructed
 

using
 

the
 

coprime
 

array,
 

where
 

the
 

difference
 

co-array
 

formed
 

by
 

sensor
 

spacings
 

is
 

utilized
 

to
 

generate
 

a
 

virtual
 

array.
 

By
 

introducing
 

a
 

hole-filling
 

interpolation
 

technique,
 

the
 

effective
 

aperture
 

of
 

the
 

physical
 

array
 

is
 

extended
 

to
 

the
 

continuous
 

region
 

of
 

the
 

virtual
 

array,
 

thereby
 

enhancing
 

the
 

degrees
 

of
 

freedom
 

and
 

improving
 

angular
 

resolution.
 

Second,
 

the
 

semi-invariant
 

property
 

of
 

fractional-order
 

cumulants
 

is
 

leveraged
 

to
 

effectively
 

suppress
 

the
 

interference
 

from
 

both
 

Gaussian
 

colored
 

noise
 

and
 

Alpha-stable
 

noise.
 

Furthermore,
 

the
 

proposed
 

method
 

incorporates
 

a
 

forward
 

prediction
 

and
 

backtracking
 

orthogonal
 

matching
 

pursuit
 

algorithm,
 

which
 

evaluates
 

the
 

correlation
 

of
 

atoms
 

via
 

inner
 

products
 

and
 

predicts
 

their
 

performance
 

in
 

future
 

iterations
 

to
 

select
 

the
 

optimal
 

atom.
 

A
 

backtracking
 

strategy
 

is
 

employed
 

to
 

improve
 

the
 

accuracy
 

of
 

sparse
 

recovery,
 

ultimately
 

yielding
 

the
 

estimated
 

DOA
 

values.
 

The
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

was
 

validated
 

through
 

computer
 

simulation
 

experiments.
 

Under
 

mixed
 

noise
 

conditions
 

consisting
 

of
 

Alpha-stable
 

distribution
 

and
 

colored
 

Gaussian
 

noise,
 

when
 

the
 

mixed
 

signal-to-noise
 

ratio
 

(SNR)
 

is
 

0
 

dB,
 

the
 

root
 

mean
 

square
 

error
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

for
 

DOA
 

estimation
 

is
 

0. 536
 

8
 

°,
 

which
 

improves
 

the
 

accuracy
 

by
 

41. 45%
 

compared
 

to
 

the
 

PFLOM-MUSIC
 

algorithm.
 

The
 

simulation
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results
 

fully
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

can
 

achieve
 

high-accuracy
 

DOA
 

estimation
 

under
 

mixed
 

noise
 

conditions.
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coprime
 

array;
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Alpha-stable
 

distributed
 

noise;
 

fractional
 

order
 

cumulant

0　 引　 言

　 　 波达方向( direction
 

of
 

arrival,
 

DOA) 估计是阵列信

号处理中的核心问题之一,在雷达、无线通信、声呐以及

水声定位等领域具有广泛应用[1-5] 。 传统 DOA 估计方法

多依赖于均匀线性阵列(uniform
 

linear
 

array,
 

ULA),其结

构简单、易于实现且具备良好的平移不变性。 但是,ULA
在特定的阵列孔径下,其自由度受阵元个数限制;其次,
常规的 ULA 难以处理信源数量超过阵元数的欠定问题。
为克服上述问题,2010 年,Vaidyanathan 等[6] 提出了互质

阵列(coprime
 

array,
 

CA)的结构模型,该结构能够在物理

阵元 数 仅 为 M + N - 1 的 情 况 下, 通 过 差 分 共

阵(difference
 

co-array,
 

DCA)构建 O(MN)量级的虚拟阵

列,从而实现更高的角度分辨率与更多的等效阵元数,该
特性使互质阵列在小规模阵列实现大孔径和高性能

DOA 估计方面展现出显著优势。 但是,其在差分共阵的

构造过程中,不可避免地会出现虚拟阵列部分位置缺失

有效观测数据(“孔洞”)的问题。 Liu 等[7] 通过改进差分

集构造方式提出了增强型互质阵列,Tian 等[8] 提出适用

于非均匀高斯白噪声环境的互质阵列 DOA 估计方法,但
该方法舍弃了差分共阵的非连续部分,导致阵列信号模

型不完整,限制了其潜在性能。 因此,张彦奎等[9] 通过虚

拟阵列流型重构与空域平滑技术,填充了虚拟阵列中的

孔洞,实现了多重信号方向的超分辨估计。 Huang 等[10]

和 Shi 等[11] 设计稀疏孔洞填补策略的广义互质阵列结

构,Zheng 等[12] 提出填充型互质阵列增加自由度并降低

了互耦效应。 综上可知引入孔洞插值技术,利用已知数

据对缺失位置进行估计与补全,从而将虚拟阵列扩展为

连续有效孔径,可有效提高阵列建模的完整性与算法

性能。
另一方面,当前较多方法都假设噪声为高斯噪声,然

而,实际观测数据往往受到高斯色或非高斯噪声的干扰。
尤其是在二者混合环境下,传统基于二阶或高阶统计量

的 DOA 估计算法性能显著下降,甚至失效。 针对该问

题,近年来研究者们提出了诸多 DOA 估计方法,如有界

非线性协方差[13] ( bounded
 

non-linear
 

covariance,
 

BNC)、
分数阶累积量的前向预测正交匹配追踪算法( FOC-based

 

look
 

ahead
 

orthogonal
 

matching
 

pursuit,
 

FOC-LAOMP) [14] 、
分数低阶矩(fractional

 

lower
 

order
 

moment,
 

FLOM) [15] 、相
控分数低阶矩[16] ( phased

 

fractional
 

lower
 

order
 

moment,
 

PFLOM)、残差拟合误差矩阵[17] 等方法,但这些方法在估

计精度上仍有待提高。

基于上述分析,为解决 Alpha 稳定与高斯色混合噪

声环境下的 DOA 估计问题,本文提出了一种基于分数阶

累积量(fractional
 

order
 

cumulant,
 

FOC)的前向预测与回

溯正交匹配追踪算法( FOC-based
 

forward
 

and
 

backward
 

orthogonal
 

matching
 

pursuit,
 

FOC-LABOMP),分数阶累积

量对高斯干扰具有天然抑制能力,并对非高斯噪声(如

Alpha 稳定分布) 具有一定的稳健性。 所提算法在现有

OMP 算法基础上,引入“原子预测”和“动态回溯”机制,
前者通过评估原子在未来迭代中的贡献进行选择,后者

在发现残差异常增长时回溯删除失配原子并替换,显著

提升了稀疏重构精度与算法鲁棒性。 通过构建分数阶累

积量矩阵,并结合插值后的虚拟阵列,本文所提算法不仅

有效抑制了混合噪声干扰,而且还具有比其他方法更优

的估计性能。

1　 互质阵列接收信号模型

　 　 互质阵列是由两个均匀的线性子阵组成,其中一个

是 M 个阵元,间距为 N 个单位;另一个是 N 个阵元,间距

为 M 个单位,阵元间距设为 d = λ / 2, 阵列阵元定位于:
　 P = {nMd,1 ≤ n ≤ N - 1} ∪ {mNd,1 ≤ m ≤ M - 1}

(1)
式中:M 和 N 为互质整数(M<N)。 由于这两个子阵列在

第 0 个位置共享第一个阵元,因此在互质阵列中使用的

阵元总数为 M + N - 1, 如图 1 所示。

图 1　 互质阵列结构

Fig. 1　 The
 

prototype
 

coprime
 

array
 

configuration

假设有 K 个远场窄带信号分别从 θi,i = 1,2,…,K方

向入射到阵列上,则互质阵列接收数据可表示为:
x( t) = A(θ)s( t) + w( t) (2)

式中: x t( ) = [x0( t),…,xM-1( t),…,xM+N-1( t)] T 为数据

向量; A(θ) = [a(θ1),a(θ2),…,a(θK)] 为导向矩阵;
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a(θk) = [1,e
-j2πdsinθk / λ,…,e

-j2π(M+N-1)dsinθk / λ] T 表示 θk 方向

上的导向向量; s( t)= [ s1( t),s2( t),…,sK( t)] T 为目标信

号向 量; w( t) = [w0( t),w1( t),…,wM+N-1( t)] T 为 噪

声向量。
在 L 次快拍下,互质阵列数据模型可以表示为:
X = A θ( ) S + W (3)

式中: X = [x(1),x(2),…,x(L)] 为观测数据矩阵; S =
[s(1),s(2),…,s(L)] 为目标信号矩阵; W = [w(1),
w(2),…,w(L)] 为附加噪声矩阵。

2　 基于 FOC 和虚拟插值的 DOA 估计

2. 1　 FOC 原理分析

　 　 假设 k 维随机变量 H = [h1,h2,…,hk] 的联合概率

密度函数为 f(h1,h2,…,hk), 令:
Φp(u1,u2,…,uk) =

E[Ep((jz1u1) p)Ep((jz2u2) p)…Ep((jzkuk)
p)] =

∫∞

-∞
∫∞

-∞
…∫∞

-∞
f( z1,z2,…,zk)Ep((jz1u1) p)…

Ep((jzkuk)
p)(dz1) p(dz2) p…(dzk)

p (4)
式中: Ep(·) 为 Mittag-Leffler 函 数, 且 Ep((jzu) p) =

∑
∞

n = 0

(jzu) np

Γ(np + 1)
,p(0 < p ≤ 1) 表示分数阶参数, E(·) 表

示数学期望, Γ(·) 为 gamma 函数,称 Φp(u1,u2,…,uk)
为随机变量 H 的分数阶矩母函数。 此时对其取自然对

数,令:
Ψp(u1,u2,…,uk) = ln[Φp(u1,u2,…,uk)] (5)

则称 Ψp(u1,u2,…,uk) 为随机变量 H 的分数阶累积量母

函数。
在 u1 = u2 = … = uk = 0 处,对式(5)求广义多维分数

阶泰勒级数展开得:
Ψp(u1,u2,…,uk) =

∑
∞

q = 0

1
Γ(np + 1)

u1
∂

∂u1

+ … + uk
∂

∂uk

é

ë
êê

ù

û
úú

kp

Ψp{ }
u1 =… = uk = 0

=

Ep up
1

∂p

∂up
1

( ) …Ep up
k

∂p

∂up
k

( ) Ψp
u1 = … = uk = 0

(6)

则 k 维随机变量 h1,h2,…,hk 的 kp(k ∈ N + ,p ∈ (0,
1]) 阶 FOC 的定义[18] 为:

ckp = cumkp[hp
1,hp

2,…,hp
k] ≜

j -kp
C
0 ∂kpΨp(u1,u2,…,uk)

∂pu1∂pu2…∂puk u1 = u2 = …uk = 0

(7)

式中: cumkp[·] 表示求 kp 阶 FOC;
C
0 ∂kpΨp(u1,u2,…,uk)

∂pu1∂pu2…∂puk

表示对 ψ p 求 kp 阶左 Caputo 型分数阶微分。
为了保证对复变量做分数幂次运算不会破坏其相位

信息,对复变量 x 定义一种特殊的分数幂形式,记为:
x〈p〉 =| x | p+1 / x∗ =| x | pexp(jarg(x)) =

| x | pexp(jparg(x))exp(j(1 - p)arg(x)) =
xpexp(j(1 - p)arg(x)) (8)
式中:arg(·)表示复数 x 的相位角;(·) ∗表示取共轭,即
x∗ =| x | e -jarg(x) 。 式(8)保证了相位信息不变。

本文利用零延迟的 4p 阶累积量对接收数据进行处

理。 在假设目标信号为相互独立的非高斯过程,且与噪

声之间互相统计独立的前提下,其 4p 阶累积量矩阵表示

如下:
c4p
L1,L2,L3,L4

=

cum4p[x〈p〉
L1

( t),x〈p〉
L2

( t),x〈p〉 ∗

L3
( t),x〈p〉 ∗

L4
( t)] =

∑
K

i1 = 1
∑

K

i2 = 1
∑

K

i3 = 1
∑

K

i4 = 1
a〈p〉
L1

(θi)a
〈p〉
L2

(θi)a
〈p〉 ∗

L3
(θi)a

〈p〉 ∗

L4
(θi)

cum4p[s〈p〉
i1

(t),…,s〈p〉 ∗

i4
(t)] + cum4p[n〈p〉

L1
(t),…,n〈p〉 ∗

L4
(t)]

(9)
式中: L1 ,L2 ,L3 ,L4 ∈ [1,M + N - 1];(·) 〈p〉 表示式(8)

所定义的求 p 次幂运算;(·) 〈p〉 ∗
表示先求 p 次幂再取

共轭。
2. 2　 基于虚拟插值的稀疏 DOA 模型

　 　 差分共阵的定义[19-20] 可表示为:
L′ = { ld - ld′},ld,ld′ ∈ P1 (10)

式中: P1 表示所有子阵阵元位置的集合; ld、ld′ 分别表示

两个子阵各个阵元的位置; L′ 表示由所有阵元位置差值

构成的差分集。 L′ 可以分别考虑为自差分共阵和互差分

共阵:
L′ = Lsd ∪ Lcd (11)
其中,互差分共阵又可进一步划分为前向差分集和

后向差分集。 自差分共阵是指两个子阵各自的差分集合

的并集,其阵元位置位于:
Lsd = {Mnd} ∪ {Nmd} (12)

式中: n ∈ [ - (N - 1),N - 1];m ∈ [ - (M - 1),M -
1]。 此外,前向差分集的阵元位置在:

L +
cd = {Nmd - Mnd} (13)

式中: n ∈ [0,N - 1];m ∈ [0,M - 1]。 对应的后向差

分集的阵元位于:
L -

cd = { - lcd lcd ∈ L +
cd} (14)

因此,差分共阵 L 中阵元位置的整个集合为:
L′ = Lsd ∪ L +

cd ∪ L -
cd (15)

由式(14)可知,差分共阵 L′ 关于原点呈对称分布,
并且存在元素冗余。 为获取差分共阵中连续虚拟阵元的

接收信息,可通过对 FOC 矩阵进行向量化操作,从而构

建互质阵列和差分共阵之间的统计关系:
z( t) ≜ vec C4p

L1,L2,L3,L4
( ) = Avσ

2 + σ2
n iv (16)
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式中: vec(·) 表示向量化运算,可以变换为列向量; Av =
[a∗(θ1) 􀱋 a(θ1),a∗(θ2) 􀱋 a(θ2),…,a∗(θK) 􀱋
a(θK)] 为差分共阵的导向向量矩阵; σ2 = [σ2

1,σ2
2,…,

σ2
K] T 为信源的功率向量矩阵; σ2

n 表示噪声功率向量矩

阵; iv 表示噪声矩阵;􀱋表示 Kronecker
 

product 运算。 因

为式
 

(16)和(3)的结构相似,因此,将 FOC 矩阵经过向

量化运算得到的 z( t) 表达式作为虚拟阵列接收信号的

模型。
由于 C4p 经过向量运算后会存在多个重复的虚拟阵

元,因此将重复的阵元去除,则形成原阵列对应的差分共

阵,取 M = 3,N = 5 构成互质阵列,得到的最大连续虚拟

阵列为 [ - 7d,7d], 在 [ - 11d, - 8d,8d,11d] 处存在孔

洞,如图 2 所示。

图 2　 等效差分虚拟共性阵

Fig. 2　 Equivalent
 

differential
 

virtual
 

co-array

由图 2 可知,其自由度为 25,得到的等效差分虚拟阵

含有 21 个阵元,存在 4 个孔洞。 为了充分利用虚拟阵元

的信息,需对差分共阵中存在的孔洞进行插值填补。
在均匀线阵中,阵元排列呈线性分布,其阵列结构可

表示为:

e
-j(m+1)πsinθi = (e

-jmπsinθi) 2 + (e
-j(m+2)πsinθi) 2 (17)

式中: m1、m1 + 1、m1 + 2 表示均匀线阵中依次排列的连

续阵元位置。 因此,在虚拟阵列中,任意一个虚拟阵元的

响应同样也可以表示为此形式:

zm1 +1 ≈ z2
m1

+ z2
m1 +2 (18)

式中: zm1
和 zm1+2 分别表示位于孔洞两侧的两个相邻阵

元的阵列响应。
通过对孔洞进行插值,共增加了 N0 个虚拟阵元,因

此虚拟阵列的总阵元数为 2M(N - 1) + 1。 此时,虚拟

阵列的信号接收模型可表示为:
z t( ) = Bv1

σ2 + σ2
n iv1

(19)
式中: Bv1

= [b∗(θ1) 􀱋 b(θ1),b∗(θ2) 􀱋 b(θ2),…,
b∗(θK) 􀱋 b(θK)] 为连续虚拟阵列的导向向量矩阵;

b(θk) = [1,e
-j2πdsinθk / λ,…,e

-j2π(2M(N-1) +1)dsinθk / λ] T 表示 θk 方

向上的 (2M(N - 1) + 1) × 1 维导向向量; iv1
表示连续

虚拟阵列中的噪声矩阵。
经过虚拟插值处理后,虚拟阵列的阵元位置已在空

间上成连续分布,并对虚拟阵列接收信号进行 FOC 矩阵

计算,根据式(9)可得 FOC 矩阵为:

c4p
k1,k2,k3,k4

= cum4p[x〈p〉
k1

( t),…,x〈p〉 ∗

k4
( t)] =

∑
K

j1 = 1
∑

K

j2 = 1
∑

K

j3 = 1
∑

K

j4 = 1
b〈p〉
k1

(θi)…b〈p〉 ∗

k4
(θi)

cum4p s〈p〉
j1

(t)[ ,…,s〈p〉∗

j4
(t) ] + cum4p[n〈p〉

k1
(t),…,n〈p〉∗

k4
(t)]

(20)
式中: k1 ,k2 ,k3 ,k4 ∈ [1,2M(N - 1) + 1]。 当 p 值选取

符合一定条件时,可得: cum4p[n〈p〉
k1

( t),…,n〈p〉 ∗

k4
( t)] =

0。
进一步化简式(20)表示为:

C4p = ∑
K

j1 = 1
∑

K

j2 = 1
∑

K

j3 = 1
∑

K

j4 = 1
b〈p〉
k1

(θi)…b〈p〉 ∗

k4
(θi)

cum4p s〈p〉
j1

( t)[ ,…,s〈p〉 ∗

j4
( t) ] (21)

由于信号源相互独立,FOC 的运算并不会改变其参

数的模值,可将式(21)改写为:
C4p = [Bv1

☉B∗
v1

]C- 4p
s [Bv1

☉B∗
v1

] H (22)

式中:☉表示 Khatri-Rao 积; C- 4p
s 为 K2 × K2 维源信号的 4p

阶累计量矩阵。 又因为源信号相互独立,当且仅当 j1 = j2
= j3 = j4 时, cum4p[ s〈p〉

j1
( t),…,s〈p〉 ∗

j4
( t)] ≠ 0, 因此 C- 4p

s 仅

在主对角线上有 K 个非零元素,即:
C- 4p

s = diag C- 4p
s1

,…,C- 4p
sK

{ } (23)

式 中: C- 4p
sk

= cum4p{ s〈p〉
k ( t),s〈p〉

k ( t),s〈p〉 ∗

k ( t),s〈p〉 ∗

k ( t)},
k ∈ [1,…,K]。

将 C- 4p
s 中所有元素全为零的行和列删除,这样 C- 4p

s 从

K2 × K2 维的对角矩阵转变为 K × K 维的对角矩阵,记为

C4p
s = diag(γ1,γ2,…,γK), 其中, γk(k = 1,…,K)。 因

此,式(22)可化简为:
C4p = Bv1

C4p
s B

H
v1

(24)

式中: Bv1
为 (2M(N - 1) + 1) 2 × K维的连续虚拟阵列的

导向向量矩阵。
对式(24)进行向量化重构,可表示为:

y ≜ vec C4p( ) = vec Bv1
C4p

s B
H
v1

( ) =B
~

v1
(θ)γ (25)

式中: γ = [γ1,γ2,…,γK] T 是由矩阵 C- 4p
s 删除所有元素全

为零的行和列之后的主对角线上元素构成的列向量,

B
~

v1
(θ) 为 (2M(N - 1) + 1) 4 × K 维的重构虚拟阵列导

向向量矩阵,其表达式为:

B
~

v1
(θ) = Bv1

☉B∗
v1

=

[b1 θ1( ) 􀱋 b∗
1 (θ1),…,b1 θK( ) 􀱋 b∗

1 (θK)] =

[ b
~

1 θ1( ) ,…, b
~

1 θK( ) ] (26)
式中: b1 θk( ) = b∗(θk) 􀱋 b θk( ) 表示 θk 方向上的连续虚

拟阵列的导向向量; b
~

1 θk( ) 表示 θk 方向上的重构导向

向量。
根据式(25)构造基于 FOC 的稀疏 DOA 模型,并将

DOA 估计问题转化成稀疏信号重构问题。 为此,将角度
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范围( -90°,90°]按一定间隔均匀等分,生成的角度序列

为 θ􀮨 = [θ􀮨1,θ􀮨2,…,θ􀮨N1
],N1 > M + N - 1, 其中, N1 表示网

格数, dr = θ􀮨1 - θ􀮨2 表示网格间距,当网格足够密集时

就可以假设信号均落在网格上,由于 N1 远远大于 K, 则

定义稀疏信号列向量 s~ 和稀疏重构导向向量矩阵

B
~

v1
(θ􀮨) 分别为:

s~ = [ s~ 1,s~ 2,…,s~ N1
] T (27)

B
~

v1
(θ􀮨) = [b

~
(θ􀮨1),b

~
(θ􀮨2),…,b

~
(θ􀮨N1

)] (28)
式中: s~ 中仅仅有 K 个非零元素,并且第 n1 个非零元素

s~ n1
在列向量 s~ 中的位置代表了信号在空间范围的角度

θ􀮨n1
, 如果 θ􀮨n1

= θ k, 则有 s~ n1
= γ k。 虚拟阵列稀疏信号空

间分解如图 3 所示。

图 3　 虚拟阵列稀疏信号空间分解示意图

Fig. 3　 Illustration
 

of
 

sparse
 

subspace
 

reconstruction
for

 

the
 

virtual
 

array

根据式(27)和(28)定义可知,式
  

(25) 可以稀疏表

示为:

y =B
~

v1
(θ) s~ (29)

式(29)是欠定的,根据稀疏表示理论,可将其转化

为最小 l0 范数的带约束最优化问题进行求解:

s- = argmin‖ s~ ‖0, s. t. y =B
~

v1
θ􀮨( ) s~ (30)

式中:‖·‖0 表示求 s~ 的 l0 范数,即 s~ 中非零元素的

个数。 由于无法确定 l0 范数优化问题的最优性,因此,将
最小化 l0 范数优化问题转变为带有不等式约束的优

化问题:

min‖ s~ ‖0 s. t. ‖y - B
~

v1
θ􀮨( ) s~ ‖2 ≤ ε (31)

式中: ‖·‖2 表示求 l2 范数; ε 则表示拟合误差的最大

值。 通过求解式(31)中的优化问题,可以获得向量 s~ ,
从而根据其非零元素所在的位置确定目标信号在空域中

的方向角。 为了解决这个问题,可以利用 s~ 的稀疏性,
采用前向预测与回溯正交匹配追踪算法来解决。

3　 前向预测与回溯正交匹配追踪算法

3. 1　 算法原理分析

　 　 传统 OMP 算法在求解式
 

(31)时,根据残差与原子

内积的绝对值选择相关性最高的原子。 然而其不能保证

所选原子的残差绝对值最小,导致 DOA 估计精度有限。
在 OMP 算法中引入前向预测与回溯策略不仅可以选择

使残差绝对值最小的原子,还能剔除其中的失配原子,从
而提高算法的估计精度。

前向预测与回溯正交匹配追踪算法的关键在于选取

原子构造支撑集。 1)计算原子与残差之间的内积,取其

模值最大的 K 个原子索引,构成初步待选索引集 F =
[ f1,f2,…,fK] T ;2)测试每个索引对应的原子对未来重构

性能的影响,选出使残差最小的原子索引;3)在前向预测

完成后,进一步进行残差变化判断,遍历支撑集中的每个

原子,剔除失配原子。
前向预测与回溯策略的伪码

　 　 输入:稀疏重构导向向量矩阵 B~ v1
, 观测值 y, 预测参数 U, 回溯

阈值 ε, 待选索引集 F(k) , 原子索引集 I(k- 1) 。
初始化:循环标志 t = 0, 残差集合 rrt = Ø, 支撑集 Tt = Ø。
1) t = t + 1;
2)更新支撑集 Tt = I(k- 1) ∪ f (k)

t ;

3)更新原子系数 ρ̂ t = B~ H
v1T

B~ v1T
( ) - 1B~ H

v1T
y ;

4)更新前向预测残差 rrt = y -B~ v1T
ρ̂ t, 并计算其范数 ‖rrt‖2 ;

5)找到对重构误差影响最大的原子 f ∗ = argmaxf∈T‖y -
Bv1T \ { f} ρ̂ tT \ { f} ‖2 ;

6) 从支撑集删除该原子 T ← T \{ f ∗ }, 并更新残差范数
‖rrtmp‖2 ;

7)若 ‖rrtmp‖2 < ‖rrt‖2 - ε, 则将该原子剔除,更新步骤 2) ~
4);

8)判断是否满足 t ≥ U。 如果满足则停止当前循环;如果不满足
执行步骤 1);

9)最小残差次数 t = arg min
t = 1,2,…,L

| rrt | 。

输出:输出支撑集合 Tt 、输出残差 rrt。

　 　 为了后续方便描述算法,可将上述过程定义为 lar 函

数,即:

[T t,rrt] = lar B
~

v1
,y,I(k-1) ,F(k) ,U( ) (32)

式中: B
~

v1
表示稀疏重构导向矢量矩阵 B

~
v1

(θ􀮨);I(k-1) 表

示第 k - 1 次迭代后的原子索引集; F(k) 表示第 k 次迭代

时的待选原子索引集。
3. 2　 算法步骤

　 　 利用分数阶累积量和虚拟插值构建了稀疏 DOA 估

计模型,可抑制 Alpha 稳定噪声与高斯色噪声的干扰,进
而通过前向预测与回溯正交匹配跟踪算法对信号进行稀
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疏重构得到稀疏解。
稀疏重构伪码

　 　 输入:稀疏重构导向矢量矩阵 B~ v1
, 观测值 y, 稀疏度 K ;

初始化:残差向量 r(0) = y, 待选原子索引集 F(0) = Ø, 支撑集

I(0) = Ø, 循环标志 l = 0。
1) l = l + 1;

2)计算内积 g( l) = B~ T
v1
r( l-1) ;

3)组成待选原子索引集 F l( ) = supp g( l)( ) K( ) ;
4)选择最佳原子:

[I( l) ,r( l) ] = lar(B~ v1
,y,I( l- 1) ,F( l) ,K);

5)判断是否满足 l ≥ K。 如果满足则停止当前循环;如果不满足
则执行步骤(1);

6) ρ = B~ H
v1I

( l) B
~

v1I
( l)( ) - 1B~ H

v1I
( l) y。

输出:稀疏信号 s~ (I) = ρ。

4　 仿真实验与分析

　 　 为验证所提 FOC-LABOMP 算法的优越性,在相同条

件下, 通过仿真实验对 FOC-LABOMP 算法, PFLOM-
MUSIC(PFLOM-multiple

 

signal
 

classification)算法和 FOC-
LAOMP 算法进行比较,同时针对 FOC-LABOMP 算法验

证互质阵列的优越性。
1)实验 1
算法有效性验证。 针对所提算法对含 Alpha 稳定分

布和高斯色噪声的多个信号 DOA 估计进行有效性验证。
实验条件:假设信号源入射角度分别为-55°、-6°和 72°,
两个子阵的阵元数分别为 M = 3,N = 5, 快拍数 L = 200,
特征指数 α = 1. 5, 角度预划分网格间距为 1°,蒙特卡洛

实验次数 200,高斯色噪声信噪比( signal
 

to
 

noise
 

ratio,
SNR)和 Alpha 噪声广义信噪比(generalized

 

signal
 

to
 

noise
 

ratio,GSNR)均设置为 0
 

dB。 图 4 所示为 FOC-LABOMP
算法的估计效果。 由图 4 可知,所提算法可以实现对 3
个目标角度的有效估计,验证了所提算法的可行性。

图 4　 三信源波达方向估计结果

Fig. 4　 Estimated
 

DOA
 

of
 

three
 

sources

2)实验 2
不同 Alpha 噪声广义信噪比下算法性能对比实验。

实验条件: Alpha 噪声广义信噪比从 - 10
 

dB 增长到

10
 

dB,高斯色噪声信噪比 SNR = 0
 

dB;其他实验条件与

实验 1 相同。 均匀线阵下 FOC-LABOMP 算法的阵元数

为 9。 图 5 所示为 Alpha 噪声变化下的算法性能对比曲

线。 由图 5 可知,随着 GSNR 的逐渐增加,4 种算法的均

方根误差(root
 

mean
 

square
 

error,RMSE)均逐渐降低,且
FOC-LABOMP 算法明显优于其他 3 种算法,包括均匀线

阵下的 FOC-LABOMP 算法。 这表明 FOC-LABOMP 算法

在不同程度的 Alpha 噪声条件下均具有较高的估计

精度。

图 5　 Alpha 噪声变化下的算法性能对比曲线

Fig. 5　 Algorithm
 

performance
 

comparison
 

curves
 

under
Alpha

 

noise
 

variation

3)实验 3
不同高斯色噪声信噪比下算法性能对比实验。 实验

条件:高斯色噪声信噪比从-10
 

dB 增长到 10
 

dB;Alpha
噪声广义信噪比 GSNR = 0

 

dB;其他实验条件与实验 1 相

同。 图 6 所示为高斯色噪声变化下的算法性能对比曲

线。 由图 6 可知,与另外 3 种算法相比,FOC-LABOMP 算

法的 RMSE 最小。 其中在 SNR= -8
 

dB 时,FOC-LABOMP
算法的 RMES< 1°。 在整个范围内,互质阵列下的 FOC-
LABOMP 算法明显优于均匀线阵,尤其是在低信噪比下

更为明显。
4)实验 4
不同 Alpha 噪声特征指数算法性能对比实验。 实验

条件:Alpha 噪声广义信噪比 GSNR= 0
 

dB,高斯色噪声信

噪比 SNR= 0
 

dB,特征指数 α 从 1. 1 逐渐增长到 2;其他

条件与实验 1 相同。 图 7 所示为不同特征指数的算法性

能对比曲线。 随着特征指数 α 的减小,Alpha 噪声的冲

击特性越加强烈。 由图 7 可知,所提算法相较对比方法

均具有更小的均方根误差,表明其具有更优的抑制噪声
冲击特性的性能。
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图 6　 高斯色噪声变化下的算法性能对比曲线

Fig. 6　 Comparison
 

curves
 

of
 

algorithm
 

performance
under

 

Gaussian
 

color
 

noise
 

variations

图 7　 不同特征指数的算法性能对比曲线

Fig. 7　 Performance
 

comparison
 

curves
 

of
 

algorithms
with

 

different
 

feature
 

indices

5)实验 5
不同快拍数下算法性能对比实验。 实验条件:Alpha

噪声广义信噪比 GSNR= 0
 

dB,高斯色噪声信噪比 SNR =
0

 

dB;快拍数从 50 增长到 500。 图 8 所示为不同快拍数

的算法性能对比曲线。 由图 8 可知,随着快拍数的增加,
4 种算法的 RMSE 均逐渐降低。 相较对比算法,所提算

法在不同快拍数条件下均具有更小的估计误差,同样表

明所提算法具有更优的估计性能。
6)实验 6
不同混合噪声信噪比下算法性能对比实验。 实验条

件:混合噪声总信噪比( TSNR)从-10
 

dB 增长到 10
 

dB,
其他实验条件与实验 1 相同。 图 9 所示为混合噪声变化

下的算法性能对比曲线。 由图 9 可知,在不同混合噪声

信噪比条件下,与另外 3 种算法相比,所提算法在不同信

噪比范围内均表现出最优的估计性能。 其中当混合信噪

比为 0
 

dB 时, 所提算法 DOA 估计的均方根误差为

图 8　 不同快拍数的算法性能对比曲线

Fig. 8　 Performance
 

comparison
 

curves
 

of
 

algorithms
with

 

different
 

snapshot
 

rates

0. 536
 

8°,与 PFLOM-MUSIC 算 法 相 比, 精 度 提 升 了

41. 45%。 针对相同算法,采用互质阵列的 FOC-LABOMP
也优于均匀线阵,表明互质阵列结构在 DOA 稀疏重构问

题中能更好地扩展虚拟孔径,提高了噪声抑制能力以及

参数估计精度。

图 9　 混合噪声变化下的算法性能对比曲线

Fig. 9　 Performance
 

comparison
 

curves
 

of
algorithms

 

under
 

mixed
 

noise
 

variation

5　 结　 论

　 　 为实现 Alpha 稳定分布噪声和高斯色噪声混合环境

下的 DOA 估计,本文提出一种基于互质阵的分数阶累积

量和虚拟插值 DOA 估计算法。 所提方法引入分数阶累

积量以有效抑制混合噪声的干扰,通过互质阵列构建虚

拟阵列流型并利用孔洞插值扩展阵列孔径,显著提升了

系统的自由度和角度分辨力,同时利用前向预测与回溯

正交匹配追踪算法,有效修正稀疏重构过程中的误选原

子问题,提高了 DOA 估计的精度与鲁棒性。 最后经仿真

实验对所提算法进行了有效性验证,在 Alpha 稳定分布
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和高斯色混合噪声条件下,当信噪比为 0
 

dB 时,多目标

DOA 估计的均方根误差为 0. 536
 

8°,充分表明了所提算

法的有效性和鲁棒性。
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